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Unter den Forschungen, welche Jacob BernouIIi in sei- 
ner „Ars conjectandi'^ niedergelegt hat , findet sich auch eine 
Untersuchung über die Summen der Potenzen der natürlichen 
Zahlen. Interessant ist dieselbe in doppelter Hinsicht. Nicht 
bloss wur^e hier zuerst die Summirung der genannten Potenzen 
gelehrt , nein auch jenen merkwürdigen Zahlen , welche man 
ihrem Erfinder zu Ehren die Bernoulli'schen Zahlen nennt, wurde 
durch diese Betrachtung gleichsam das Dasein gegeben. Diese 
Zahlen , welche die Endcoefficienten in Sx^^ Sa^ u. s. f. darstel- 
len 1) , welche ferner bei der Summirung der reciproken geraden 
Potenzen der natürlichen Zahlen , sowie bei der Entwicklung von 
cot:r, (ango;, cosec :r nach Potenzen von x, überhaupt bei vie- 
len Reihenentwicklungen auftreten , diese Zahlen zeichnen sich 
besonders noch durch höchst merkwürdige Relationen unterein- 
ander und durch andere bemerkenswerthe Eigenschaften aus. 
Dies Alles dürfte mithin das Interesse erklären, welches die Ma- 
thematiker, ja selbst Mathematiker des ersten Ranges, wie z.B. 
Euler, Laplace, Abel u. s. w. dieser Zahlengruppe zugewandt 
haben. 

Was die Relationen zwischen den BernouUi'schen Zahlen 
betrifft , so ist zu erwähnen , dass sie auf verschiedene Weise 
abgeleitet werden können. Unter den anwendbaren Methoden 
aber ist besonders der von Hr. Prof. Stern zuerst angegebene 
Weg 2) hervorzuheben ; denn nicht allein die bekannteren , sondern 
auch neue Relationen zwischen den BernouUi'schen Zahlen lassen 
sich mit geringer Mühe durch dieses Stem'sche Verfahren erzie- 
len. Sein Wesen besteht der Hauptsache nach in Folgendem. 
Bedeutet der Ausdruck /^"(O) den Werth des 2n^ Differential- 

z • 

quolienten von fz = für das Argument 2 = 0, drückt 



*) Der Kurze halber bezeichnen wir die Summe der »ton Potenzen der 
natürlichen Zahlen von 1 bis x mit Sx^* -■ iS» Ix), 

'*) ,,Zur Theorie der Euler'schea Integrale" v, Stern. S. 34. 



ferner Bn die n^ BernouUrsche Zahl aus, so existirt — wie 
man weiss — die Gleichung 

/2»(0) = (~l)«-i.Ä. 
Diese längst bekannte Beziehung aber ist es, welche bei 
dem Stern'scben Gedankengange die Bas^ der Untersuchungen 
bildet. 

Die vorliegende Abhandlung soll die weitere Ausführung der 
von Stern nur im Vorbeigehen erwähnten Idee zum Zweck ha- 
ben, zugleich aber noch einige andere Betrachtungen hinzufügen. 

§. L 

Anfstellnng der Beflnitionsgleichimg für die Bemonlli'sehen 

Zahlen. 

Wie bekannt, wird in der Aoalysis gezeigt, dass für belie« 
bige reelle Werthe von x die Beziehungen gelten: 
1. sm a; _ ^ __ a?^ , aJ* 3ifi , ^ 

x'^^ "ST"^ 5T~Tr+9i ~ 

Gebt man von den Zahlen zu den Logarithmen über, so 
entspringt 

Bedenkt man nun aber, dass für alle Werthe von t?, welche 
der Bedingung genügen 1> oÜ> — 1 >), 



«2 «)3 



ist, so ergiebt sich weiter für Zahlen wer th x<^n 

7 siP X ^_(li ^ j. ^ ^ ^ j. 'i 

* X "~ "~ ji2 V* "T "22* ^ 32 *T" 42 I / 

2^' ^"^"24" ^"34" + "44 + • ; • V 

• ••••• 

• • • • • • 

etc. etc. 



>) Caucby Aiii«V«i6. Kap, 6. §. 4w Farmel 36. S. 136. 



AmJerefswU orliKU man 

*' h .. "^ I ^ \ 



1.2.3 V* 4.5 ' 4.5.6.7 
"^^fe^ ^^"IX"*" 4.5.6.7 ~ •••) 
"3(1:2:3) (l-TI"'" 4.5.6.7 ^- ••) 

• • • • 

• • • • 

nVl.2.3>' '^ 4.5 ^ 9.5.6.7 " V 

etc. etc. 

Weil nun die Horizöntalreihen das Kennzeichen der Conver- 
genz an sich tragen i), weil ferner die Summen derselben unter 
der angegebenen Bedingung ebenfalls eine convergirende Reihe 
bilden, und weil endlich dies Alles noch Statt findet, sofern man 
die Glieder auf ihre Zahlenwerthe reducirt: so kann man, indem 
man die Potenzen entwickelt und die mit gleich hohep Potenzen 
von X behafteten Glieder zusammenstellt, nach eiöem bekannten 
Satze 2) der vorstehenden Reihe folgende Form geben : 
, sin a; ^ x'^ . x^ ^ x^ 



X ~ 1,2.3 ' 2.3.4.5 ^ 22. 3» 

x^ x^ , x^ 

7! ^ 22.32.4.5 ^ 



23.33 






9! 22. 3». 4. 5. 6.7 

etc. etc. 



... 



Zieht man die Glieder zusammen, so kommt 
7 sina; , 2x^ ^ 23 a^ ^ , ^ 2^ x^ 



1.2 2 -^i^ • 41 3 • o • 6! 

-^ etc. etc. 3), 



>) a. a. 0. K. 6. §. 4. Lehrsatz 4. 
^) a. a. 0. Note 7. Lehrsatz 2. 

^) Dass man /, — ^^ auch nach dem Maclaurin^schen Satze hatte ent^ 

wickeln können , versteht sich von selbst. Auch leucht9t sofpjrt fiin , da 

SID iC 

l eine gerade Function von x ausdrückt , dass alsdann sämmtliche 

X 

PeriTirten mit uikg«radem Index, sowie / ^^^ -L für or = verschwinden. 

X 
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Bedenkt man jetzt, dass eine stetige Function nur au^ eine 

Weise in eine nach den steigenden Potenzen der Yeränderlicben 

fortgehende Reihe entwickelt werden kann i), so folgt, dass in 

sm £ 
den beiden Entwicklungen von / -^^ die Coefficienten gleich- 

•2/ 

hoher Potenzen von x gleichbedeutend sein müssen. 
Daher die Gleichungen 

2«4 V*+ 24 -r • • • ; - 7 • TT • 1.2.3.4 ' 



2« 



3„6 (1+ 26 +•••)- i • TT • 1.2.3.4.5.6' 

• • • • ■ 

• • • • • 

1/1 1 \ 1 2^''~i 

D. h. 
11 2 2 JT* 

1 + -isr + -öT + — = 6 • -PT 7«* = -Bi . 



23 T^ 32 n^ 6 • 1.2 "^ - --* • 1.2 • 

• • • • • 

• • • • • 

1 1 22n'-l„2n 

* + "2J; + "3S+-=-^»- 1.2. 3.... 2«* 
Bezeichnen wir der Kürze wegen 

1 + -551 + "sS: + • • • • ™*^ * "IST = ^2», 

1 22»-» n^'^ 
so wird also S --^ dargestellt durch — Bn , 

oder £n durch 

1 . 2 . 3 . . • . in 

Da nun die Factoren ^1 ^d ' iV • • • • 'o'^ ^^^ Endcoefficien- 
ten in Sx'^ u. s. f. gleichbedeutend sind und beziehungsweise die 
erste , zweite , dritte .... BernouUi'sche Zahl genannt werden, 
so wollen wir nach Analogie den Factor Bn mit dem Namen 
der n^>^ Bernoulli'schen Zahl belegen, überhaupt also unter einer 
Bernoulirschen Zahl jede Grösse verstehen , welche eine Gleichung 
von der Form I. befriedigt. 



r I? A . u . . . . A n ^ 
I. x>n = t;:^: — ; — z 02» 



*) Auf diesen Satz werden wir in dem Nachfolgenden fast immer zu 
recurriren haben ; es möge dessbalb seine einmalige Anführung geniigen. 



§ 2- 
Beweis der Gleiohimg /«» (0) = {— !)»-> . JB„ etc. 

Aus der vorstehenden Definition der Bernoulli'schen Zahlen 
ergeben sich nun unmittelbar die folgenden beiden Eigenschaften 
derselben. Zunächst nämlich versteht sich gleichsam von selbst^ 
dass sämmtliche Bernoulli'sche Zahlen das Pluszeichen fuhren. 
Und dann leuchtet ebenso leicht ein , dass eine aus diesen Wer- 
then gebildete Reihe zu den divergirenden gehört. Den Grad 
der Divergenz selbst würde man dabei ganz wie Euler in den 
,,Institutiones calculi diff. P. If. §. 129.^' bestimmen. 

Dies vorausgeschickt, gehen wir nunmehr zu unserer obi- 
gen Gleichung 

*c^ x^ x^ x^ 

oder , falls wir der Bequemlichkeit wegen x^ mit u vertauschen , zu 
log (1- ^ + -gy- — ..) = - ^ «2 - ^^^ ^4 - etc. 2. 

zurück. Erwägen wir nun aber, dass 

m 

nAn = «0» -f (n—i) ün-i Ai -{- -f- ai An^i 3. 

ist, sofern die Beziehung gilt 

log (1 + -^1 «* + -^2 «' +...+-4« w» +••) =^i" + «2«'' +•••• 3» 
so wird bei Anwendung der Recursionsformel 3 auf 2 

An = (-1)». 1.2.3.... 2n + l ' 

O« = . — r— O 



« Jl»« 1»» 

ZU setzen sein, milbia die Gleichung entspringen 

^~'' • 2« + 1 ! - ~ T • !,*■ **•+ 3T • ^iI3 • lii^J *»"-' 

1 n-2 1 « , 
2. 3.4.5 ■ «-2 • w2(»-« '"-* "^ 

+ ^-^i)"-^^^--2;CTr- 

Nun ergiefol sich aber aus I, dass 

S^ ^ 2^^-' B n _ 
n^ 1.2.3 2n 

ci et 

ist. Substituirt man sonach für — ^ , — ^^^ , . . die entspre- 
chenden Werthe , so folgt 
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4. 2»! 2«-2! 31 ' 2w—4I ' 5! ' 

+ ^ ^^ 2«-ll • 1.2 +' ^^^w + ll -"• 

Zu derselben Recursionsformel , welche wir soeben aufstell- 
ten , gelangen wir auch durch folgende Betrachtung. Vertäu-^ 
sehen wir nämlich in dem Ausdrucke 

d^r für 2n> z> — In in eine convergente Reihe sich en^ 
wickeln lässt i), die Veränderliche ;r mit 2^;, so koQUftt 

jz ÄS ■ ■ ^ ' ' Jr2^. 

Und hieraus folgt nach dem Maclaurin'schen Satze 

/r =/o + ^/•(o)+ ^ /'W + •••• + -a^/^'W + • •• 

=[i+i:2+m+2TiX3+--+m:i2S+-Jl>+T-->''("^+"-J- 

1 1 

Da nun aber, wenn fz = = 1 — -r-^ Z'\'R 

1 + 1^ + ... ^-^ 

gesetzt wird) der Ausdruck 

"^ 1.2.(e'—l) 
für ;? und — z den nämlichen Werth besitzt, R also zur Klasse 
der sogenannten geraden Functionen gehört , so kann offenbar R 
nur gerade Potenzen von z enthalten. Mithin müssen die Coeffi- 
cienten /3(0), /^(O), überhaupt alle Coefficienlen von der Form 
/'2m+i(o), wo m eine ganze Zahl >^0 ausdrückt, der Null gleich 
sein; daher die Gleichung 



I) Streng genommen mUssten wir bei den- später folgenden Functionen 
ebenfalls die Convergenzbedingungen' angeben. Da jedoch diese Functionen 
für gewisse Werthe der Veränderlichen durch unendliche Reiben sich dar- 
stellen lassen, diese AVerthe aber zur Herleitung der Relationen zwischen 
denr Bernoulli'schen Zahlen genügen , so wird man uns die Angabe der je- 
desmaligen Convergenzgrenzen erlassen. Uebrigeos kann man ja leicht nach 
Caucby's bekanntem Satze beurtbeüen , innerhalb welcher Grenzen die 
Functionen durch unendliche Reihen (mit aufsteigenden Potenzen von %) 
darstellbar sind. 
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Der oben erwühoten Eigeoischaft 2ufoIge, dass in der Eni^ 
Wicklung von fz alle Glieder von der Form - — tti / "^'(0) für 



n^O = Null sind; erhalten wir daher aus den mit dem Factor 
^^s^+i behafteten Gliedern der Gleichung 5 die neue 

22b— I 23»-3 I 22»-5 ^ 1 

$etzt man nun in den Formeln 4. und 6. n als ungerade 
voraus , so erkennt man , dass das letzte Glied in beiden Gleichun- 
gen übereinstimmt. Und da überdies beide Gleichungen einen ähn- 
lichen Bau besitzen, so gewinnen wir ohne Mühe die Beziehungen; 

/2« (0) = Ä, , /2«-2(0) = — 5„-i , 

• • 

/HO) =x J5,, 
d. h. die Bernoulli'schen Zahlen von ungeradem Range führen 
das Plus-, die von gerader Rangstelle dagegen das Minuszeichen. 
Da nun r — 1 eine gerade oder ungerade Zahl ausdrückt , je 
nachdem r ungerade oder gerade ist, so wird allgemein 

11. /2'-(0) = (— Ij'-JL. Br 
sein. 

Anmerkung. 

Obgleich die zu 6. führenden Betrachtungen scheinbar ganz 
anderer Natur sind , als die zur Erzeugung der Gleichpng 4. be- 
folgten Entwicklungen: so stammen doch beide — wenn man 
will — aus gemeinsamer Quelle. Und zwar scheint uns dies 
darin zu liegen, dass beide Methoden dem gleichen Ziele, der 
Bestimmung von An oder nAn zustreben. Da nämlich die Dar- 
stellung von nA„ durch eine Summe als Zweck der Untersu- 
chungen nach unserm Dafürhalten angesehen werden darf, so 
erhellt zunächst , dass zur Ermittelung der Gleichung 4. statt 

auch — -— — hätte gewählt werden können. Und ebenso 

Z '£tZ 

würde man femer — wie sich sofort ergiebt — aus der Form 

dasselbe Resultat erzielen. Nimmt man aber diese 

Function , dann kommt augenbhcklich 

/« = ^ — /2^, 
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die Gleichung also, welche An formell in sich begreift. Die 
Glieder aber, welche nAn annuUiren, können, wie wir sahen, 
nur die entsprechenden in 4. sein. 

Das Unterscheidende beider Methoden dürfte hiernach nur 
in Folgendem bestehen. Während die eine der Methoden ihr 

Ziel dadurch zu erreichen sucht, dass sie die Function — ^r 

« ' 2z 

durch Gleicbgeltendes , durch 

Z^ z^ 

= 1 + yp + yr + ^^- ^• 

ersetzt, darauf z m z-j-u umwandelt und schliesslich die mit u 
multiplicirten Glieder zusammenstellt ; geht die andere Behand- 
lungsweise darauf aus, eine solche Form aus der ursprünglichen 

ß' -— ß — ' 

Function ^i ^^ erzielen, die bei gehöriger Behandlung 

Zz 

sogleich zu erkennen giebt , dass ein Glied mit dem Nenner 

2n-|-ll nicht vorkommen kann. 

§. 3. 

Becnrrirende Bestimmnng der Bernonlli'schen Zahlen. 

Mit Hülfe der Beziehung II. wird es nun leicht sein, Rela- 
tionen zwischen den Bernoulli'schen Zahlen aufzusuchen. Verei- 
nigen wir ' zu dem Behufe die mit z^ multiplicirten Glieder der 
Gleichung 5, so entspringt 

2^--l .,, .^. . 22-3 /2 n-2(0) 2in^5 /2«~4 (0)_ 

"WT'^ ^^^^2n=2l "r2~"*"2w-4! 4! "^ ' ' ' * 

25 /6(0) 23 j;4(0) ^ /2(0) 

^ "^ ^ßf 2«— 61 "^ i\' 2»-4! "^ 1.2 2»— 2! 

+ 2.l....2n "" "• 

Berücksichtigt man aber Gleichung II. und dividirt auf bei- 
den Seiten mit ( — 1)""^, so ergiebt sich aus vorstehender Bezie- 
hung 
22«— 1 22«-s ß„ , . » — i 

Verbindet man die Gleichungen 4. und 7. durch Addition, 
so folgt 
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2»-' -^1 « , „ 2«—» Bn ^ 2»—» 2?,-i , 
2»1 ■»» + '«• 2n! 1 2«-2l 31 "•" 



+ (-1).-. . 2- ■ A-.A , =(-1)-^' *»»"+»-' 



1.2 2»— II ' ' 2.2n+ll 

3.2*.-i-i 2»-- 3 Ä_, .„ 2»»-« Ä_j 



1 2n 2n— 21 1.2.3 ' 2n-4I 1....5 

+ (-«-• ^» • iTTzferr + '-■)■ T=^i^ = ••) 

Wird hingegen die Gleichung 4. von der Gleichung 7. abge- 
zogen, so kommt 
22^-1—1 2a"-3 J,^t 2g"--s Jn^a 

2wl " *• 2«— 2! 31 "^2«— 4! 51 9 

+ ( ij .Z(n 1) j2 2n-l! ^* *^ 2n+l! 

,.,,,+, 2n(2;>-l)-l 
^ ^ *^ 2.1....2n+l • 

Setzt man ferner — 2; statt z in den Ausdruck 

so erhält man 

Und diese Werthe, nach den steigenden Potenzen von z 
entwickelt, geben die Beziehung 

1+ L2-+-Ä--^w+Ä>'*w+---+i:r!k->^"(«)+ 

= [»+T+T2-+ •+t::2F+-1 

Stellt man jetzt alle Glieder zusammen, welche mit z'^'^ mul- 
tiplicirt sind, so findet die Gleichung Statt 
_. 2n— 2.2«— 3 j5 , 2w— 2....2W— 5 ^ 

^"-^ M ^"-^ + 374X6 ^"-' "" 

+ (^l)n-i2^2^.2n-3^^_^^jj„_.,^^^ 

Hieraus aber folgt durch Vertauschung von n mit n-\-l 
■ 2»— 1 _ 2« ■ 2«— 1 . 2«— 2 

3.4 ""' "f" 3.4.5.6 

+(_,). . ?!?:|?izL5,_ (_i)» . 5,+ (_!)» . ^;i^ =0. 



„ 2«.2»— 1 ^ , 2«.2«— 1.2w— 2.2»— 3 „ 

x/« ö~S />«-!+-: älTTr^ -ö«-a — 

2n.2«— 1 « ,,.«.,,._ 2« *^' 
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Direct würde man zu dieser Gleichung gelangt sein, hätte 
man gleich die mit z'^^^ behafteten Glieder zusammengestellt, 
wodurch ft^eilich die Uebereinstimmung mit dem früheren Gedan- 
kengange (formell) aufgehoben wäre. 

Eine andere Relation fliesst aus 10, sofern die den Factor 
2;2»+i enthaltenden Glieder vereinigt werden. Man gewinnt dann 
die Beziehung 

JLJn X Dl "O 



^ 2n\ 2n^2 1 ' 3 1 ' ^ 2«— 4 1 ' 51 

12- 11 11 

^ *^ TT* 2n^i\ ^2^^ *^ 1.2 2;i-^l I ^ 

^^ *^ 1.2.2n+l! '^"' 

eine Relation, welche Hr. Prof. Grün er t in den Supplementen 
zu KlügePs malh. Wirb, seinen Betrachtungen Ober BernouUi'sche 
Zahlen zu Grunde legt. Dieser Gleichung können wir eine an- 
dere Form geben, indem wir dieselbe mit 2n-|-ll multiplici- 
ren ; wir erhalten so 

(2n+l) Bn j-yg Bn^i + 1.2.3.4.5 ^"-^ 



12' 



t / i> 1 2«+1.2« ü , , ,, 2»— 1 ^ 
— ...+ (--l)«-i — J^ Bi+{—ir . -3-2" =^ 9- 

Aus dieser nach Moivre benannten Formel i) und der Glei- 

leitet Hr. Prof. Stern zuerst die in IL aufgestellte Beziehung ab 3). 
Später beweist dann Stern dieselbe Gleichung auf detn von uns 
angenommenen Wege 3). 

Ersetzt man in der Gleichung fz = — ^- — f2z die Function 

fz durch ö— ■ ,f{ — z) und entwickelt nun die verschiedenen Functio- 
nen von z in Reihen , so erhält man zwei neue Relationen , nämlich 
(22«— 1)S„ 22«-34-i Bn^% , 22—5+1 S„-.2 



13^ 2«! 2w— 2! 1.2 ^ 2/2—4! 1.2.3.4 

-•• + -2:2^ = ^ 



») Nach Rlügel (Math. Wörtrb. Thl. 3. S. 872) soll der Italiener Can- 
terzani im Jahre 180^ diese Formel, die er indireot gefunden, als ßi^ra neue 
und bequemere im Vergleich zu der Euler^schen Relation in ,,Mei]norie della 
societä ital.'* mitgetbeilt haben. KlUgel hatte jedoch erwähnte Formel schoo 
1803 in Anwendung gebracht (Art. Bern. Zahlen. Bd. I. S. 254 im math. Wtrb.). 

^) „Zur Theorie der Euler'schen Integrale." S. 7. 

^) Ebendaselbst. Seite 34. 



I • • • 



3 

15. 



IS 

als Goefficidnten von «>* und 

2*-«+l „ 2a— 3+1 Bn-i , 2««-»+l Bn-i 

2«! 2«— 21 1.2.3 ^ 2n— 41 61 ^^ 

+ ^ ^^ • 2n+l I " 
aus den Factoren von «'"+*. 

Ein Blick auf beide Relationen zeigt jedoch, dass sie respe- 
clive aus den Formeln 7. und 11. und 4. und 12. gleiohfalls re- 
SttUiren. 

Untorwirft man ferner die Gleichung 

einer ähnlichen Behandlung , so entspringen aus den Gliedern 
mit z^ und ;;2n+i die beiden Beziehungen : 

(2«--l) Bn ^ ?2|^ (2»«-3_ i)5„_, +?^^|^(2*.-5-l) J5„_ 

- + (-1)« . i = 

und 

^ ^'^^ 1.2.3^^ ^'*"*^ 1.2.3.4.5^^ ^ ""^ ,^ 

- + (-»J" • -2:2^+r = «• 

Auch diese Aysdrücke ergeben sich aus den vorhingenann- 
ten Gleichungen i). 

Zwei andere Relationen, die aus den Gleichungen 7. und 11. 
auf dem Wege der Addition oder Subtraction entspringen, sind 

2 (22»^1) Bn - \^ (22«-2_i) Ä^i . . . . + (-1)» . « = 17. 
und 

2[Vn-\)Bn - ^^ (22"-2+l)R-i.... + Hl)" (3n-2) = 0. 18. 

Durch Vertauschung von z in %z geht die früher betrachtete 
Gleichung y(_^) ^ g./^ 

über in (c« + 1) /(— 2«) = 2e«'/;r. 



1) Dass man die Formeln 13. und 14. auch aus den Entwicklungen 

der Gleichung e-* + t 

e»/2 = ^ /(— 2«) 

und die Relationen 15. und 16. aus den entsprechenden Reiben der vier 
Functionen von z in «• + t - 

wird erzielen können, ergiebt sich sofort. Eine Ähnliche Bemerkung ist 
natUrUch auch auf die Übrigen Gleichungen auszudehnen. 
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I« 

Aus dieser Gleichung aber folgert man die neue : 

Je nachdem man nun die CoefBcienten von ^ oder z^^^ 
dieser Gleichung zusammenstellt , wird man mit BerUcksicbtiguDg 
der in II. aufgestellten Beziehung die Relationen erbalten: 

— ... + (— 1)—' . ^"^~^ 2*-» (23-i-— 1) J?i 



und 



= (—1)- |2»»-> («—2) + » + ij 



20. 



21 



22. 



2 (2»"-»- 1) Ä - ^'^^ — 2» (2*-«-l) Ä-» 
Geht man femer von der Gleichung . 

- («»• + 1) /« = -^^^ (/'a? + /(- 2z)) 

aus, so fuhren die Coefficienten von 2^ zu der Formel 
2"--l „ „ 2»"-«— 1 J,-, 2a"-8- l _A^2_ 

2»l "~ 2»— 21 1.2 ■•" 2«— 4!" 41 

+ etc. - ( l) . 2. 1.2.3.. ..2« • 
Die CoefGcienten von 2^+1 hingegen liefern die Relation 

2«! " 2«— 2T' 31 ■•■ 2«-4l 5! 

I . / .vj.. 2*-M3 — 2»)— 1 
+ e.c. = (-1)"+. t.a^.2 j„^t - 

Auf ähnliche Weise entspringt aus den Factoren von z"^-^^ 
(oder z^*"^ sofern nach vollzogener Operation n in n-f-l umgesetzt 
wird) der Gleichung 

(o^'-l) A = . ^'^^ (/(_2«)~/2«) 



B„ - 2» ^rr' 5»-i + 2* "^-:^r ^-2 
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«tie Beziehung 

2«! 2n— 2! ' 3.4 "^ 2«— 41 3.4.5.6 

~ ^ ' 1.2.3.4.... 2»+2 
oder auch ^23. 

2 ».2f»— l » , ^^ 2;»...2w— 3 
3.4 "-' "^^ 3.4.5.6 

_/lKi « + l + 2»"(>»-l) 

" ^ *^ ■ 2«+l . 2«+2 

Und die Coefficienten von a^'+i geben 

„ „, 2«.2«— 1 „ , . 2w. . . 2w— 3 ^ 

^- - ^ 1.2.3 ^-» + 2* 1.2.3.4.5 «»-i- 

02» . 24. 

= (_!),+,. (22-a_ _!_+.). 

Schon bei einer nur oberflächlichen Betrachtung erkennt 
man, dass Gleichung 21. durch Addition der Gleichungen 7. und 
19. und die Relation 23. durch Subtraction der genannten Glei- 
cbuogßn enistehl. Ebenso sagi die Formel 24. offenbar mit aa- 
dern Worten, dass sie auf dem Wege der Subtraction aus den 
Relationen ^, und 20. sich ergiebt. 

Äddirt man ferner zu Gleichung 23. Gleichung 11, so folgt 

\ ^> ^K 2»+2 ^ 2«+l . 2»+2 r 

Andererseits gewinnen wir durch Subtraction beider Glei- 
chungen und nachherige Vertauschung von n mit ra-|-l. 

(22_i)S„ -(24_1)2^- l^p^ Bn^x + (26-1) -5; g- ^^^^ - . . . . 

- (_!)«+! 3.'4.n(2^-+2_i) '^ * ' 26. 

^ ^ • 2»+1.2»+2.2n+3.2w+4 

Eine ähnliche Relation fliesst aus den Factoren von 2^+1 
der Gleichung 

5 /(-^) = — ^— /^, 

nämlich 

2«— 1 ^„ 2<— 1 Bn-i ■ 2ft— 1 ^.-a 
2«! 2.3 2»— 21 2. .5 "*" 2n— 41 2. ..7 

_ (_!).+. 1 + 2»-'(2«-l) 
~ ^ ' 2.3.4 2»+3 

2 
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Die Zusammenstellung der mit :^ multiplicirten GKeder würde 
wieder zu der Formel 23. fuhren. 

Behandelt man die aus der analytischen Trigonometrie be- 

sin 2? 
kannten Entwicklungen von cos z auf dieselbe Weise wie , 

so kommt man, wie Hr. Prof. Stern gezeigt hat'), zu der 
Relation 

22-1 (22-_l) Bn — '^''^~^ 22—3 (2»»-»— 1) Bn-X 

+ (-1)-» "^"-^^ 2 (2»-l) Bi + (-1)- . « = 0. 

Nach der von uns befolgten Methode dürfte die Bißchnung 

g» j_ ß — « 
so stehen. Da bekanntermassen die Entwicklungen von — ^ 

Ja 

bis auf die Vorzeichen der einzelnen Glieder mit den entspre- 
chenden Entwicklungen von cos z übereinstimmen , so wird aucb 

hier unser Augenmerk darauf gerichtet sein , aus — -~ = ßof.« 

eine solche Form zu erzielen, die als nothwendige Folge Glei- 
chung 28. in sich schliesst. Nun aber führt < 

e* + e-' e^ + 1 

2 2 • * 

auf die Gleichung 

2 - " fiz' 

d. h. auf 

mithin wird nach dem Taylor'schen Satze 

f Z Z^ Z^ Z'^**~^ iT^» 

^^~ T+ 2.1.2 ~ "OT "^"~ 2.2«-ii ■^2:^2«r'''"'^ 

[l— + -0" /M0)+"+-2«I--^'"(«)+-J 

j. Z^ Z* 2»» 

^lI+ 2.1.2 "*" Jm"^"'^ 2.2«! "^"""^ 



1) Grelle, Journal. Bd. 26. S. 88 ff. 



19 

Hieraus aber folgt durch VerbiaduDg der Coefficienten von 
z"^ die Relation 

2wl -^ ^^"^ 2«— 21 1.2 

2»'-5(22n-4^1)/2n..4(Q) . _2_ (2^-^ _1__ 

"^ 2;e-4! 1...4 ^ ""^ J.2 2/»— 2K ^"^ 2.2»— 1!~' 

d. g. mit Rücksicht auf Gleichung IL und durch Multiplication 
mit 2^1 die Beziehung 28. 

Dem Früheren analog könnte man jetzt die Coef6cienten von 
2^+1 zusammenstellen. Wir unterlassen jedoch diese Operation, 
weil sie wieder auf Gleichung 4. zurückführt. 

Substituirt man in der Gleichung 

fz = ^ flz 

für ^ den Werth — -—^^ — , so ergiebt sich nach gehöriger 

Reduction die von Stern angeführte Gleichung 

zflz = 2(/«)« — 2/« . fla J). 
Und hieraus folgert man nach geschehener Entwicklung der 
Functionen in Reihen durch Vereinigung der mit z"^ behafteten 
Glieder die Relation 

{7^-\)Bn « ^'^""--^ (2^-2-1) Bn^x . Bi 

*• ^ 29. 

^ 1.2.3.4 ^ ^^^^ 2 2 

+ >■+ ^'''i^a"^ (2^-l)^i^.^x. 

Auch hier giebt die Zusammenstellung der Coefficienten von 
;2j2»+i nichts Neues. 

Was die von Euler §. 123. seiner Differentialrechnung ge- 
gebene Relation betrifft, so erkennt man leicht, dass sie nach 
der hier befolgten Methode aus verschiedenen Gleichungen abge- 
leitet werden kann. Wir wollen die Gleichung 

2 «2 ^n 

>=i-X2-+T2->''(«)+-+-i:::^ /"(«)+- 

wählen. Unterwerfen wir diese der Differentiation , so entspringt 



') ,,Zur Theorie der Euler'schen Integrale." S. 35* 

2* 



Und weif den jeUt die Gliedar mh a^n^t verbunden , so folgt 
weiter 

4 

(2«+ll/»-(0)=-[^i^/^--»(0)/'{0>-|-3^:^^^^/>-*(0)./i(0) 

2r>, . .. 3 



+ fe^-->'^ («)/'"-' W]- 



Dies aber ist die verallgemeinerte Euler'sche Relation. Setzt 
man y^=rl, so wird die vorstehende Formel nicht anwendbar 
sein , weil sie das für diesen Fall Statt findende Glied 

• jj-öiir == "T^ /M^) ^*cbt in sich begreift. Alsdann 

nämlich hat man diese Gleichung 

-j^-/ (0) - -y-2- . -YT ' 
2.1 l 



d. h. 3 j5i = 



1.2 • 2 ^ 



Um endlich die von Drobisch in seinen ,,Observationes 
analyticae, observ. 11.^^ mitgetheilte Formel w erhalten, differen- 
tiiren wir die Gleichung i fo 

' » ' — ^^■^■w^ CSS ' t 

e" — 1 z 

Dadurch gewinnen wir 

1 f—Z d fZ y. j, 

c— 1 z dz z -^ ' 



Werden nun die Glieder mit z^ vereinigt , so kommt sohUesslich 
n 1 \2n.1n—\ ,^„ „ 2«... 2»— 3 ,„„ _ 

welches die von Drobisch gegebene Relation ist. 

Eine ähnliche Relation erhalten wir noch aus der angewen- 
deten Gleichung durch Zusammenstellung der mit z'^-^ multipli- 
cirten Glieder, näoilich 



tt 



^- =21^:2^+1 I Ol (2"-^^ ^"-' 32. 

2«+1....2«— 3 ,^„ _ » 

1X5X5 — ^^~^^ ^'-' 



Wenn nun gleich — wie bei einiger Ueberlegung sofort er- 
hellt — noch so manche Formen erzeugt Wierdeti kannten ^ so 
wollen wir doch udsere Betracl;itungen hier abbrechen, zumal 
es doch von keinem grossen Belang sein dürfte , zu den in man- 
chen Fällen nicht gerade durch grosse Einfadiheit sich auszeich- 
nenden Relationen neue hinzuzufügen. Und dann glauben wir, 
schon durch die vorliegenden Entwicklungen den Vorzug der 
Stern'schen Methode mehr noch dargethän zu haben, als der 
Urheber , der — wie gesagt — nur gelegentlich dieser Idee in 
der oft erwähnten Abhandlung gedenkt. Wir wollen daher jetzt 
andern Untersuchungen uns zuwenden , vorher aber noch bemer- 
ken, dass die Relationen 17, 18, 23, 24. ebenfalls von Stern 
gefunden wurden. Gleichung 7. dagegen hat schon Hr. Göpel 
im 3. Bande S. 66 des Grunert'schen Archivs als Supplementar- 
formel zu der von Grunert entwickelten Relation 4. angegeben. 
Auch ist zu erwähnen, dass ttr. Prof. Schlötnilch die Formeln 
11, 12, 15, 16, 28. mit Hülfe bestimmter tntegt-ale abgeleitet 
hat 1). Wie leicht erhellt, kann man die angeführten Gleichungen 
auch in folgetider Form darstelle«! : 
2n+i j. 2n+h. 2n—l 24^1... Jn ^S p 

""T"^""" 1.2.3T~2~^"-*+ 1.2.3. 4.5T3 ^"^'^ 

, , ,, 2»+1.2«.2w— 1 „ , .; 2n-|-l „ , ,x .i 2n 
+ (-*)" 2.3.2 ^2-(-l)" -f- Bi = (-1)"+' 2(^q:i-)'! 

d. h. 

2«+l » , 2«+l . . 2«— 1 c , , 2«+l . . . 2»»— 3 t> 
-j-Äi-> 1:2:3— '-^2 + 5 1.2.3.4.5 ^3- 



+ (-l)"^V • 1.2.3 2n-l ^^ 



n 



«■fl 



a 
'11 



^ 2n.2»--l T> , i , %^ 2». .-2^—2*, , ^. 2fi ^ 

= (-1)^+1 --^'* 
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1.2. 2;»+ 1 



■I» 1 1 1 i—. 



>) GfQDert, Arohiv. Thl. 8. Abhamll. IT. S< 14 ff. 
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oder durch Multiplication mit 2: 
2n „ , 2»...2n— 2 _ , , 2». ..2»— 4 „ 
r^»-^ • 1.2.3 ^2 + ^ • "1.2.3.4.5 ^3 - • • • • 

' *' «-1 • 1.2... 2»-3^"-'+^ *^ M • 2«-l!^" -2«+i' 

2«-lI 2« ^ '•' ^"'^1...2«-3 1.2 2(«— 1) '' ^' 

1+.. . . + -?^ (2-1)/» (0) = -^ , 

|d. g. durch Yertauschung von n mit n-\r\ : 

U. ,,2n+l» 23-1 2n+1..2«_l_ ,25-1 2«+1..2f»-3„ 
p-l)^-^i— 2- • 1:2:3— ^2-1—3 5i B3-. . 

„ ,,2«_ 23— 1 2n . . 2«— 2 „ , 2«— 1 2n . . . 2m— 4 „ 
(2-l)yÄ, 2~- 1.2.3 -^2+-^- j 2.3.4.5 **— • 

, ( 1,.+. 2^-'-l 2«.2n-1....2 _ 1 . 

^* ^ « 1.2 2»— 1 '~ 2«+l ' 

2' (2'-l) 2«-l ., 2^(2^-1) 2«-1...2n-3 ., ... 

J8* 2 1 •' ^'^ 4 1.2.3 •' ^' 

4. a«(2«-l) 2«-1...2«-5 
^ 6 1.2.3.4.5 •' ^ ' 

2a» itio—W 2«— 1 ... 1 ... 

Dies aber sind die Formen, unter denen Schlömilch die 
früheren Gleichungen darstellt. 

§4. 
Independente Bestimmimg der Bemonlli'schen ZaMen. 

Ein Blick auf die im Vorhergehenden entwickelten Relatio- 
nen zeigt, dass durch sie die Mittel zur Berechnung der Ber- 
noulli'schen Zahlen geboten sind. Immer aber setzt bei dieser 
Bestimmung die folgende Bernoulli'sche Zahl die Kenntniss der 
vorhergehenden voraus. Dass eine derartige Berechnung unter 
Umständen aber ihr Unangenehmes haben kann, leuchtet leicht 
ein. Alsdann wird es offenbar wUnschenswerth , Ausdrücke zu 
besitzen, welche irgend eine der BernouUi'schen Zahlen unab- 
hängig von jeder andern darstellen. Abgesehen jedoch von die- 
sem mehr secundären Grunde , kann man bei analytischen Be- 
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trachtungen mit Recht verlangen, dass — wenn anders die For- 
derung erfüllbar ist — die BestiAunuog von Grössen nicht bloss 
recurrirend , sondern auch auf independentem Wege geschehe. 
Sind nun aber, fragen wir daher, solche independenten Aus- 
drucke hier möglich? Wir müssen diese Frage bejahend beant- 
worten , weil wir den Begriff der n^^ Bernoulli*schen Zahl auf die 
in §. 1. angegebene Gleichung I. gründeten. Und dann haben 
wir ferner die Existenz eines zweiten derartigen Ausdruckes, 
wenn auch in unentwickelter Form, durch die Gleichung U. §.2. 
nachgewiesen. Dieser Gleichung zufolge war also 

/2»(0) = (-i)«-i5„; 
dem Begriffe nach aber ist/^(0) gleichbedeutend mit 



[^]. = [^■/']. . 



wo die angebängte Null ausdruckt, dass man nach der Differen- 
tiation « = zu setzen hat. Wir werden mithin f^{0) in ent- 
wickelter Form erhalten, wenn wir die Function fz einer 2^ ma- 
ligen Differentiation unterwerfen. Wird die desfallsige Operation 
ausgeführt, so wird man — wie sogleich erhellt — sämmtliohe 
Functionalwerthe unter der unbestimmten Form ^ bekommeo. 
Diesem Uebelstande vorzubeugen , schlagen wir folgenden von 
La place herrührenden Weg ein ^). 

Da nämlich die Beziehung gilt: 

^^_ z jz Iz 

(6^'+l){öV— 1) ö^— 1 e^'+l 
so ist offenbar 

^. ^ ^^ ifZ ^ Iz 



I 



ö^*_l C^'-fl 



Und weil ferner für « = 
.2» 4^ 






ist, so entspringt weiter 



d. g. 

[^"-^iTriJo^^ ~ 22n^i P^%. 4-iJo- 



') Lacroix, Trait^. T. IlL p. 107 sqq. 



M 



Bestimmt man jetzt D^n — ^_-__ nach der für die Differen- 
tiation eines Productes geltenden Regel, so folgt 

da offenbar 

DH = ...«= z)2n-iaj == n^z « 

ist, und in der Gleichung 

In 

Di^z (tf- + 1)-1 = z i>2«(ö« +1)-» + -y- ^^~* (^ + 1)~* 
das erste Glied der rechten Seite für ;? == verschwindet. Nun ist 

^tt 1 _e»«+4c2' — e« 

also , wenn Ai^ A2y A^, constante CoefGcienlen bedeuten, 

allgemein 

1 _ Ai e^» + ^2g<^-'>+ A^ei^-^>^ . , . + ^r ^ 
e» + 1 '"^ (e« + l)H-i ' 

ein Resultat, das man mit der grössten Leichtigkeit durch voll- 
ständige Induction zur Gewissheit erheben kann. Um die Goef« 
fietenten Ai A2 * * zu bestimmen, bedenken wir, dass 

[e' -f l)-i = e-' — e-^ + «-3» _ ^ 

folglich, wenn wir für r 2n — 1 schreiben, 

D2»-i_-l_- = [ö-*— 22«-i C-2- + 32«-» e-3._ etc.] (— 1)2«-!. 

Wird jetzt auf beiden Seiten mit {e* ^ 1)2» multiplicirt , so 
kommt 

1 7.n 

{e^ +1)2» 2>2»-i — i— = — [e^ + J^ if(*i-i)«+ . . .] 

[e-. _ 2*--» e-»« + ] 

= Ai e(»«-i)' + u42 eC2"-»> + A3 cC««-3)> + .... + -4j„-i «* . 
Hieraus aber folgern wir nach bekannten Grundsätzen : 

Ai = (— 1)*-M = 2i(— l)*-i, 

/ 2« \ **-• 

/ 2« 2».2n — K *»-> 

^3 = (3«"-» — 2»«-i + 12 ^ i-W-' = ^3 (-1)«»-' 

A, = - (4-. _ ^ S-. +?^^ 2- - ^•'"-,^3'"-=' ). 
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A2,-i = j(2«-l)«»-»-^(2«_2p-i+^^:^^(2«-3p-»- 

2«.. .2«— 3«, . , 2«.2»— Ij, ,„ , "V' , iw„-i 

somit für ;; =3 

2»-l 2»— 1 2/1—1 2»— I 

Ai + -^2 + -43+ . . . +^2ä-1 = — [-^1 — -^2 +^3 -...+-42«-l] 



=: 2»» rZ)2«-l L_l . 

L e« -f l Jo 



Weil nun 
SO erhält man ferner , 

r -, 2« 1*2«- 1 2»-l 2«-l 2«-i 1 

mithin 

Dieser Ausdruck nimmt eine noch einfachere Gestalt an, 
wenn man beachtet, dass nach einer bekannten Relation i) 

2«— l 2«*-! 2«— 1 2»--2 

Al = ^2n— 1 , A2 = ^a»— 2 

2n-l 2«— 1 

ist. Dadurch nämlich wird 

oder 

2« l 3»-l 211-1 2»-l 2»-ini 

Zu diesen von La place gefundenen und immer aus n Glie- 
derD bestehenden Ausdrücken werden wir später noch einen 
3. von Scherk gegebenen Ausdruck hinzufügen. 

§^ 8. 

Fortsetsnnff. 

Schon früher hat — wie wir gesehen — die Theorie der 
Logarithmen bei unsero Betrachtungen über BernouUi'sche Zahlen 

1) A^ j== A^^j^i (siehe Lacroix^ Tratte. IIL p. HO; S^cherk in 
Crelle*s Journal. Bd. 4. ».983; SuppL 2um ma^. Wörtrb. Bd. 1. S. 66.) 
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uns wesentliche Dienste geleistet. Die Erwägung dieser Tbat- 
Sache, namentlich aber der Hinblick auf die zwischen den früher 
durch Alf A2 , . . . . An ... , ai , 027 •• • ^1 • • • bezeichneten 
Coefficienlen Statt findende Recursionsformel 3. §. 2. 

nAn = nan + (»—1) «n-^i Ai +.... + «i -4»-i 
dürfte zu der Vermuthung hinführen, ob nicht auch hier,, bei 
der Ermiltlung unabhängiger Ausdrücke für Bernoulli'sche Zahlen, 
eine ähnliche Hülfe von der Theorie der Logarithmen zu erw^ar- 
ten stände. Und in der That , hat man 3i §. 2. 

log (1+-^!^ + -^2 «*+...) = ait* + a2M* +...«/. «" +..., 

so bestimmt sich der Coeßicient a„ durch die Formel 

h 1 ^ 

1 _L 



h 



3* a, = -T (— l)*-i 4- !)) »C. 

l,n A 



WO )f ^C* die Combinationen mit Wiederholung der Klasse h zur 
Summe n aus den Grössen (Elementen) Ai, A2^ . . . An . . .y jede 
Gruppe mit der entsprechenden Permutationszahl multiplicirt aus- 
drückt. Stellt somit irgend eine der in dem Vorhergehenden 
aufgefundenen Relationen zwischen den Bernoulli'^chen Zahlen, 
einen Ausdruck von der Form der obigen Recursionsformel 3. 
§.2. dar, so kann man offenbar eine derartige Relation aus einer 
mit S'* analogen Gleichung entstanden denken i). 

Dann aber würde — wie sogleich erhellt — in 3* ein Mittel 
zur independenten Bestimmung der Bernoulli'schen Zahlen gebo- 
ten. Prüfen wir daher in dieser Hinsicht die früher entwickelten 
Gleichungen , so folgt zunächst aus der Beziehung 4. §. 2. wegen 

A f lU 1 _ 1 22"~1 Bn 

^n — (—-1)" . -jr TTT* » ^» — ""^ ' "ti n ' 

33. 1 22«~i * l*rll l ^ 

T • "2^ ^" = M~^^* • T ^ "^' ["IT' 5T' ~ TT ' • • T 

Weil ferner nach Gleichung 11. die Relation gilt: 

2» Bn . Bn-i 1 



( ^Z • 00 0^10 — O-*,! I 



2.3...2W+2 2n\ ' 2^—21 ' 3.4 

also 



') Bekanntlich setzt die Bildung der Formel 3 aus 3<i voraus, dass 
3a zu den conver^irenden , stetigen Fundionen gehöre. Dm daher jedem 
Einwände zu entgehen , der in Bezug auf Strenge der obigen Ansicht etwa 
gemacht werden könnte , muss nachgewiesen werden , dass die in Anwen- 
dung kommenden Reihen 

1 + ^1«+ etc. eine Summe = c '^« ^^ +^l ** + ^ 

besitzen. Ohne Mühe aber erkennt man die Convergenz dieser Reihen. 
Und ebenso leiclit ersieht man bei etwaigem Zweifel mit Hülfe vor 3, dass 
wirklich die a durch die angeführten Grössen ersetzt werden. 



n 

. , ^, 1 1 Bn 

ul» _ (— IJ» 3,4 2„^2 ' *" ■" n • 2.3...2» 
ist, so ergiebt sich weiter 

*'l *rllll 11 

= ,-^(-1) • T * "^ i- 273 • T' 5r • T' " TT • P- 

l,n 

Eine andere unabhäogige Bildungsformel findet sich aus 
Gleichung 17, nämlich 
1 oa» 1 h \ *rllll lli 

nT::^^''=,f-^)*T<'"^t-2-2r'2 -11'— 2-61'-]' 3«- 

da die Beziehungen gelten: 

^« = (-1)- • Y "2^ ' "^^ = ~ ^ • "2;n~ ^« • 

Und ein Blick auf 28. zeigt , dass 

1 _ 1 2«^-i(2a«— 1)^. 
An = l— ir . "2^, an ~ - — . 1.2 2» ' 

folglich 

1 2«»— 1 * l*rll li 

ist. 

Endlich schliesst sich. an Gleichung 26, diese in der Form 
2Bn , (2^-l)2gn-i 1 (2fi— 1) 2g.,a 1 , . 

~"25rr"*" 2»-2I 3X6"^ 2»-4! * 3.5..8"*"^^^* ' H 
_ 4;i(2^»+»--l) n(22«H-2-l) 

~^ ^ • 3.4.5.... 2«+4 -^ ^^ • 3.5.6 2w+4 

betrachtet, die unabhängige Bildungsformel 

^'"2^'"m^ ^ "* * l""3:^' +3^:8' "'3.5.6.7..10»-J- ^^• 

§. 6. 
CombinatoriBche Besnltate. 

Bei einer nur flüchtigen Betrachtung lassen schon die eben 
erwähnten combinatorischen Formeln noch einige interessanten 
Resultate erkennen. So findet sich sogleich durch Yergleichung 
der Gleichungen 33. und 34: 



» 



1 

* 1 * p 1 1 

^ (-1)" -r- ^ 'C' [~-^ , -ir , . . .] 
38. 2*.-. == '■" ^ ^ 31 5t J 

* 1 *rllll 

i;;' ' h^ ^ 2 • 3! ' 3 •^'- •]• 

Aus 35. und 36. dagegen entspringt 

-1 _ ^|M)*T^-^1-i-'-?r'-ir '--l 



39. 22 



^^i 1) ^ ^) o t 2 -21 ' 2 -^'-T "ef-i 

Und werden 33. und 36. mit einander verglieheö , so folgt 
die von Stern mitgetheilte Formel i) : 

40. 22«— 1 =1:^! ^ 

Hingegen geben 34. und 35. den Satz: 

Ä 1 *rllll 11 

4i.2«»_i=ii^~^^*'^^"^''-~"2-^'T-ir'-T-6r'--l 



* 1 ^rllll 11 

Setzt man ferner die Ausdrücke in 38. und 39. oder io 40. 
und 41. einander gleich, so gewinnt matt die neue Beziehung: 



/ 



I,n 



i(-V.i,,'.C'[-^,i,..] 



4a.i 






l,n 

h 






Anmerkung. 
Aus den vorstehenden Bemerkungen dürfte man noch den 
Schluss ziehen, dass die Theorie der Logarithmen , so vorzügliche 
Mittel sie auch bei der Behandlung der Bernoulli'schen Zahlen 
darbietet, doch nicht zur tferieltung sSmmtlicher Recurslöttsfor- 
mein zwischen diesen Zahlen geeignet i$cheint. 



') Grelle, Journal. Bd. 26. S. 89 ff. 



29 



Abhängigkeit der Bernoullhelieii Zahlen und der 
Secanteneoeffieienten unter einander, 

VorerinnenuigeiL 

Die vorhergebenden Betrachtungen lehrten uns die Eigen* 
Schäften der Cotangenten-^ Tangenten- und Cosecanten-Goeffieien- 
ten , d. 1. der Bernoulli'schen Zahlen kennen und zwar in dop- 
pelter Hinsicht, einmal nämlich, wenn sie mit andern zu dersel- 
ben Kategorie gehörenden Zahlen in Beziehung traten, ein ander 
Mal, wenn jede derselben unabhängig von der andern betrachtet 
wurde. Diese Zahlen aber bieten noch eine andere interessante 
Seite der Untersuchung dar, dann nämlich, sofern sie mit den 
Coefficienten der Secantenreihe verglichen werden. Alsdann wird 
sich zeigen , dass durch die Kenntniss der einen die der anderen 
Coefßoienteftart gegeben ist. Da wir nun Formeln finden werden, 
welche bei ungeradem n die n^ Bernoullische Zahl darstellen y bei 
geradem n hingegen zur Kenntniss des n^° Secantencoefßcienten 
führen, so wird es vorlhdlhaft sein, diese beiden Fälle an den 
entsprechenden Zahlen selbst bemerklich zu machen. Wir wol- 
len daher di'e n^ Bernoullische Zahl , also B» durch B2n-i , den 
w*«° Secanteneoeffieienten aber durch Bj» bezeichnen. Dies vor- 

n 



ausgesetzt, bemerken wir zunächst, dass für Zahlenwerthe ^r 

B B ^ 

sec X = Bo -^ -~ x^ + ■—■ x^ -f etc 

ist , wo die Coefficienten Bq ^ B% j . . . , durch die Gleichungen 
^0 = 1, 

• • • 

j, 2n,2h—l ' 2n...2n—3 „ , 

= jTö -Ö2«~2 1 ü X>2/i-4 + 43. 

bestimmt werde«. 

Berücksichtigt man andererseits die bekannte Formel i) 
4 1 4 1.4 1 

n 



sec X = — . j—- — . — — jp-- 4- --— . .— etc. . . 



TT* ^ 9n^ ^ 2571* 



>) Euler, Inst. calc. diff. R. ^ g. 27Bi . . . • 



30 

und wendet auf dieselbe die für Zahlenwerth z<Z\ geltende 
Gleichung an: 

= i + z^ z'^ + z^ + etc , 

1 Z I I I I 7 

so folgt nach einigen leichten Operationen die Beziehung: 

l...2n "" wi^+i •- ♦ 32»+! ^ 52»+i 7^+* "^ J ' 

d. h. 
III, 2n+l . 7r2^-H 1_4._1 L_4. 

22^+2 .2«-f II ^2« — i 32»+l ^ 52n+l 7Jn+I T 

Nach diesen Bemerkungen gehen wir zu dem uns gesteck- 
ten Ziele selbst über. 

§.8. 

^ Stern's Oleichimgeii. 

Ersetzt man nach Stern 's Vorgange J) in 

2(22-1) p ^ 23(22-2— 1) ^3 ^ , ^ 

— log cosar= ^^ -Bi«H 1.2.3.4 1,2 •* +^*^---- 

— log cos X durch 

log sec X = log (1 + YY ** + ®^ ) 

und erinnert sich der Beziehungen 3. und 3'* §. 2. (§. 5.); so folgt 
die Gleichung 

Bin 22«-M22»— 1) p , 22^-3 (22n~ a_l) .JBj 

^"2^ = 1 2n ^^-^ + 1 2«-2 ^^-^TlT 

*• 22«-5(22«-4_l) -B4 . 

+ i....2n-r ^^'^-^i::x+ 

, 2(22-1) p iB2(n>i) 
+ 1.2 ^' 1....2;j-2' 
also eine Recursionsformel , welche sämmtliche BernouUi'scbe 
Zahlen und alle Secantencoefficienten in sich begreift. Wir wer- 
den später durch andere Betrachtungen dieselbe Beziehung wie- 
der finden. 

Weil nun aber mit dem Bestehen der Gleichungen 3. und 
3" zugleich den beiden andern 

3* a, = i(-l)*-i-|-^)"C'[^,, -42, u*3,..]. 

l,n 

h 

^c A TS, "g' Cai- «2, «3 3 

1..^ Jl. mt* V* ....... «V 

1} Grelle. Journal. Bd. 26« S. 8. 
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Healität zuzuschreiben ist , so \Yird jede BernouUi'sebe Zahl 
durch die Formel 

r • 1.2... .2« -^*- =ij^-*' T ^ ^ ii:2' ¥r' eT' • -i *^' 

dargeslelU, wenn die Secanten-Coefficienten als bekannt voraus- 
gesetzt werden. 

Dagegen repräsentirt die Formel 

. ,^. > 2(2'-l) 23(24-^1) I 

2nl I,« 1.2.3.4 Ä 

jeden Secanten-Coefficienten, wenn man die BernouUi'schen Zah- 
len als gegeben ansieht. 

Diesen von Stern gegebenen Formeln kann man nach dem- 
selben Schriftsteller neue Ausdrücke hinzufügen i) , indem man 
von der seit Euler bekannten Gleichung 2) 

*'°'2^+''°82S'''"2^=(^+^i:^'(^-HF^)^l+3^=^^(^-3M^)" 

ausgeht. Aus dieser Formel fliesst nämlich durch die Substitu- 
tionen n=2, m=:lj X7i=u zunächst die neue 

cos|--^tang^sin|-===cosj+sin|-===(l4-a;)(l~)(l-f |-)(1— y^^^^ 



4 42 21 43 '3! ^44-41 ' 4« * 51 



Hieraus aber entspringt durch Logarithmirung 
log (!+____--__+— _+—^ - etc. . .) 



~ 2 ^*"^ 32 "^ 52 "^ 72 "^^ 92 + • • -J 

^ 3 ^ 33 ^ 53 73 ^ 93 ' 'f 

4"L^"^"34""l''54" + "7r + "94 + • • -J 



d. g. mit Beachtung der Gleichung III. und der Beziehung 



>) Grelle a. a. 0. 

') Introductio in analys« inf. g. 171« 
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2a» i ' 2*" 3* 

22»- 1 {2*- — 1) Jl2« 



■Bjii-i 



1.2.3.... 2» 22» 

u<,ri_L " 1 ** 1 2(22— I)B, 52 1 - 

1 23 (2«-l) £3 

— r • P iF " + ***' 



Deuten wir nun durch G(-^) oder einfacher durch -^ die 

grösste in -^r- enthaltene ganze Zahl an, so wird offenbar der 

zu z^"* gehörende Factor An der linken Seite der vorstehenden 
Gleichung ausgedrückt durch 

A„ = (-1) G (-|-) . _ . — = (-i)-r . ^ . -^. 

Der Coeffioient von w auf der rechten Seile des Gleichheits- 
zeichens hingegen wird die Bedingungen erfüllen müssen : 

a„ = (— l)«-i . — . — 2^:zr72 — * "iTF"' ^®°" ^ gerade, 
a« = ( — 1)"-* . - . ^ ■ . — ^7^> wenn w ungerade. 

Bezeichnen wir nun mit Stern durch in einen Factor, der 
und 1 wird; je nachdem n eine ungerade oder gerade Zahl 

vorstellt, was wir am einfachsten durch ä„ = ^ [1-|- ( — 1)» J 
erreichen, so lassen sich die beiden Werthe für a^ in einen zu* 
sammenfassen. Von den möglichen Ausdrücken, welche wir 
alsdann erhalten können, wählen wir gleicbfells nach Stern 
den folgenden aus : 



>) Man könnte für kn auch die Formeü 

kn= Y [*+<-i)M, *«=' -j^Eö + C-D» «].••. 

wählen, was allerdings auf kn = ^ [i-f^C — l)"*] zurückführt; auch 
Uesse sich kn in der Form 



kn = y^e . 



e 
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Mit Hülfe der von uns schon so oft angewendeten Glei- 
chungen 3. u. 3* §. 2. ( g. 5.) gewinnen wir daher 

, ,.ö(i)l 1 1— ^» .2« 1 Bn-l 

_L^ 1^ 1-^,-1 . 2-' 1 Bn-i l 

— l«— '*J-2— »_>fc„_,(2— a-«4-2) • 2 »— 2I'L2' 2# W. 
-f* •to. <........... 

aUo wiederum ein« Rdeursiofisformel , aus wdober sich sowohl 
die ßefaoulli'schen Zahlen , wie die S^eantencoefficienten berech- 
nen lassen. 

Vereinigt man das letzte Glied der rechten Seite mit dem 
der linken Seite, so erhält man die einfachere Form: 



A;* =c — * — . ÄS e^B P-(l— {-* I)« )1 

seefj-d-^C-««)] ^ 



u. s. f. darstellen. 

Für dn könnte man die Formen 

1 Bn^\ 



an = 



t*-— -+*-+• -^]' 



2 n\ 

\^kn r^.i^Ci«— l) + l] 






51« 2^1 

u. s. w. annehmen* Seil aber der Ausdruck die Form 

1 — Ä» $1« 1 J^/,-1 

besitzen ) wo 9ln und 03» vorläo^g noch unbekffnät liiml, so toufis die^6r 
Ausdruck für ein gerades n den Werth 

i [1-2«]^ ^"~* 



n ""2 «I 

und für ein ungerades n den Werth 

I J?«-i 



2«+i w » 
geben. Da also fUr ein ungerades n 

*n ^ = Ä?« «» « 0, 
so erhält man fUr ein gerades n die Gleichung 

2» — Ä/i SJw n 

d. h. am einfachsten 

kn 3Cn = 2" , 2« — • Ä» 8» = « 
oder ÄJ« ©n = 2« — n Ä l;« (2» ^ «)^ 
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\ fCn ) 



n—\ 1 • 22«-2 — 2» — A„ (2« —n) ' n—i ! 

+1 ^J 2«-i— Ä„-.i(2'*-i — «+1) • w— 21 • 22 

+1 A) 2'-2_;fe„_3(2»-a_n+2) n— 31 21 * 2* 
4" elc. . . . 

Weil nun weiter mit dem Bestehen der Gleichung 3. auch 
die Beziehung 3^ Statt hat, sa folgt zugleich die unabhängige 
Bildungsformel : 

j Jt 2" ^ — i * 1 *rl 11 1 1 1 

*8- 2» - A.i2« - n) -"^""ij"-*'*" A )^ '^t ~2"r P "^3I-P-J- 

§. 9. 
Ausdruck von Scherk. 

Schon in seinen mathematischen Abbandlungen (S. 29) hatte 
hatte Hr. Prof. Scherk bemerkt,, dass man die BemouUi'scben 
Zahlen und die Secantencoefficienten nicht als Coefficienten ver- 
schiedener Reihenentwicklungen zu betrachten brauche, dass nian 
vielmehr beide Arten von Coefficienten aus der Formel 

tang I -f- + y] = sec x + tang x 

erhalten könne. Damals jedoch war Scherk noch der Meinung, 
dass aus dieser Ansicht keine neuen Formeln resultirten. Später 
aber zeigte Scherk i), zu welchen eleganten Folgerungen die 
obige Gleichung führt. Ersetzen wir nämlich sec x und tang x 
durch die bekannten Reiben, so folgt 

I 24(24-1) B, 



2^-(2^"-l) j. Bin . , 



Zugleich aber ist nach dem Taylor'schen Lehrsatze 

50. tang (f +|) = 1 + f [2)tangy]^+ j^g f^2tangy]^+ . . . 

4 4 



•) Grelle, Journal. Bd. 4. S. 290 ff. 
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+ etc , 

WO die angehängte Grösse -^ bedeutet, dass nach vollzogener 

Differentiation y =r — zu schreiben ist. Mithin ergiebt sich aus 
49. und 50 ; 

-A>[2)2ntangy]^= J5,;, 

d. h. [J9» tang y]„ stellt für ein ungerades n die n^ BernouUi'- 

T 
sehe Zahl, für ein gerades n aber den n^^^ Secantencoefficienten 

dar. Um diesen Ausdruck in entwickelter Form zu erhalten, 
bedenken wir, dass tang ("h- + -o") = ^öJ^g (y + *) ö^it 

gleichbedeutend ist i). Wird somit dieser Ausdruck nach Poten- 
zen von h entwickelt, so ergiebt — wie wir wissen — der zu 

:j gehörige Coeflßcient bald die n*« Bernoulli'sche Zahl, bald 

den n^^ Secantencoefficienten. Erwägt man nun weiter , dass 
durch die Substitutionen p=: — ö^J", — 2ä»=w unser. Ausdruck 
die Form 

^ r 1 I 2^ 1 - 1 r 1 I ^^ p^h 

oder 



•) Durch Multiplication mit fy^h)i gewinnen wir nämlich zuvörderst 



e^ 



1 ,Sr._e-2« i ,e-W._,V. 

tang (y+Ä) = -7 . -pjqzpäir = T • " i e-w.+e«r' ) 
und hieraus durch Division 

tang (y+Ä) = -r (- 1 + ^Tqi^^rik J- 

3* 
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A' 



annimmt , so sieht man , das» die ßtstimmung des zu »l 

JL • • • 7* I 

gehörenden Factors naofa der bekannten Formel i) 



^"■^ 1.4.3.. ....n(p^l)«' ^' 



faUs 



= 1 + J[1M + -42W2 + . . + ^«tt»+...r=l4-^^„tl' 



(für n = 1, 2, 3, . .) , geschehen kann. Die (^^affioi^en A\^Ai. . . 
werden dabei definirt durch die Gleichungen 



n 



^1 = 1, 

i2 = 2--(«+l), 

• • • . 

' I 

i, « n» - ^iJ- (B-1)» + "tV** (n-^2)» — . . . ' 



T f+^- t .2-+ *"*"*■ 



1 n—1 " - 1 ft^l ' 

\^rd also die fragliob^ Operation ausgefubrt, sp f(>lgt zu* 
nächst 



2! f— 1> . 2"+! Ä" u4„ "i = 



tang y + 



e'^yi 



Si—iy . «^-"* . 2"+' *" A (für n = 1, 2, 3. . . .) 



= tang (y + Ä). . 
Andererseits aber jst dem Taylor'seben Theoreme zufolge 



Ä» rf" taog y 



l«ng (y + Ä) = tang V^?-^ ~~dr 
' Mitbin erhält man nach bekannten Principien 



, 9) = ly 2| 3 . . . • 



Z—^ I> tang y = ^,^, ^ ^ -Tl-l)" . i''-« 2»+i A« ^« , 



cl. g. 



' «1 



Z/'» tang y = 



^2 j' + 1 



, (—1)» . fn-l . 2«+» . Ä" 4« . 



Euler's DifTerentMriechnuD^ g. 173. Tbl. 2; 
Suppl. zum matti. Wöjrterb. Bd. 1. v. A— D. S. 67. 



st 

Ud4 ; setzt m^a jetzt fUr An seinen Wertb , so entspringt 
weiter 






+ At (—1)—» e!>J"(»-> + . . . + ^* (—1)—* «>J"(— *) + . . . . 4- ^, 

= cosyH-1 Ul«<"-"''-^2 «<-«'•■+. .+(-!)*-»-««* «K-JH-i)/. 

COS y»+i ' 

söfei^ man e^'*^!)^' als gemeinsamen Factor vor die Klammer 

setzt und Wähler und Necmer des Brbohes mit ■ ■ ^y^ . ^ — muiti- 

plicirt. Beacht^i wir weiter die bekan&ten Eigenschaften 

n n n n n n 

Al = An , A2 = -4„— 1 , . . . . Ah = An^h^l , 

imd mtiltipUdreii wir ii^it (~1) > , so entspringt w^gen 

n—l n— 2A+i 

l-n-i . (_i)Ä-i 5- (_ij~(Ä-i) . (_1) a «=.(-*!) 2 etc. 

(V"iii)»-i .it=Ai [(— i)"T"^a-i)j^, -^ («.i)"-"r ö-(»-i)j^'] 

+ 

^X [(—1) ' ^->f+i)>/4-(— 1) 2 grn(»-^aH*nj;i] 
-f- etc. ... 
Nun ist aber , weiia r eine ganze Zahl ausdrückt, 

(—1) = ^ , 

sopaqh , . 

«= 2 cos (jjr+yjr. 

Wird diese Beziehung auf (V^^^)"""* . JR angewendet , so 
verschwinden die imtsiginUrea Werthoi und mati hat 

♦»-».2Iä=2^1Cos(w— 1) (|7r+y)-f 2^2C0s(»— 3)(~'+y) + .,. 

n 

+ 2Aa ^os{n^2h+l) (jw+y) + etc 

Da ursprünglich die Anzahl der Glieder = n war , gegen- 
wärtig also durch die Vereinigung von je 2 Gliedern h formell 
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das Intervall von 1 bis -^ zu durchlaufen hat; so wird offen« 
bar das letzte Glied 

= 2i',^cos(n— fi+l)(J7r+y) = 24i,„cos(^+y), 

n 

oder = An^i , 

je nachdem n gerade oder ungerade ist. Will man auf die Un< 
terscheidung dieser beiden Fälle nicht eingehen, so kann mai 
die verbundenen Glieder wieder trennen: dadurch gewinnt man 

»— 1 .B^Ai cos(»— 1) (JTr+y)+Jl2 cos(n-3) (^ + y) + .. - . 



+ Ah cos(fi— 2Ä+1) (\n + y) + 

" TT " 

+ An^i cos (3— n) (y+ y) + -4« cos (1 — «) ( j tp + y). 
Somit wird 

D» tang y =^^^^ j^i cos (n-1) (| ,r + y) + ^^ cos (»—3) (— 



n 



+ . . . + An-i COS (3—«) (y+y) + An cos (1— «) ( 2-+y) 

für Ä = 1, 2, 3, 4 n. 

Weil aber 



2» 
d 



L.[i>tangy],= Ä*., -^[2?>-»taDgy]„=. ^'"<^^ ^^ Bu- 



. h. 1 rn„, 1 2'"+''(2»"+i_i) 



+ 

4 

1 + f— l)"-! 

wenn v den Ausdruck — ' darstellt , so ergiebt sich 

iili+l ^^ = "2^ ;^hT -^^* <>os (n-2Ä+l)-5-- 

' cos— li" 

Aber (cosj) =(^) , cos (n-r2*+l) -y~ 

1/ Ol iix {»-2Ä+1) 

= cos (n — 2Ä+1) TT — -^ r- !— ^ TT 



t i\- oju-t ** — 2Ä-f-l 

= (— 1)»-2A+1 cos TL — - — 7P; 



daher 
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2<'»+«' (2'»+» — 1) „ 1 '* ; « — 2Ä+1 

^ — ^m •^'» =^ «-I -^ -4* COS. ]E w , 

2(*'+t)(*+»[2''''+i— 1] l,n * 

Je nachdem also n eine gerade oder ungerade Zahl bezeich- 
net, stellt der vorstehende Ausdruck den n^^ Secantencoefficien- 
ten oder die n^ BernouUi'sche Ziahl dar 

Schreiben wir für n: 2n — 1, so folgt 

2.2n * a»7» 2«— 1— «A+l 
^«"-»^ 23»(22»-l) -^ ^*^^^ 5 ''' 

Nun ist aber: 
^1 cos *-^7r = -4i [cos-^cos-^ + sm-^-sm^JsÄ -dism/«- 

0, »=52Ä; J 

+^'!4^ »=: i» WO ifc eine ganze Zahl ausdrückt, 

-42 COS ^ — r-^ = ^2[cos— cos2-r-+sm-r'-sin ~^\ = — A2 cos — 
0, n = 2A+l; 

'4* + 2.; 



!/.-! 3-«n 2»-:i p 3n: Wir . . Stt . nir^ 

^2«-3Cos — s— 7r= .42/.-31C0S — cos^+ sm -^sin— J 



2«-! 2»— 1— 2n+l 2«7» 

An COS • ^^ n = An\ 

in-i 3— n 2»7:i r 3n: wir . . Stt . »tt^ 

-cos 2" + sin 2- Sin- 

= — -42»-3 Sin -"2" ; 

2«-l TT 2«-l nxr 

^a„-2 cos (2—») - = — u!l2n-2 COS -~ ; 
2»-i ^ 2»---i nn 

A^n^l cos (1=«) -y = A%n-l sm "X-. 

Berücksichtigen wir ausserdem noch die Relation 



n 



Ah =-4r-Ä-fi , so gewinnen wir 

2fi i 1 2»— l 2/1-1 2»— l 

^2»-l = 23«-2 (22«— 1) ("2" ^^ —•^'»-2 +A-4 — . . . ^j, 

»—2+v 2»— 1 ) 

+ (_i) » ^,_.j- 



«0 

MI 

Bede utet n ein« geii^de Zahl , so eifthält diesfiF Aasdruck -^ 

fi4-l 
Glieder; dagegen besteht er aus — ^j — Gliedern , wenn n ml 

gerade ist 

% 10. 

taMA^^ in der McnfreHteai Ettt^Mdiu^ beider 

Coefflekontetortett. 

sin ^ 
In dem Ucostafde, dass die l>eiden Functionen un^ 

— ji in ihren Entwicklungen in unetidiicho Reihen und Prc 

di^te nup durch das Vorzeichen der einzelnen Glieder [sich m 
terscbeiden, erblickten wir den Grund für daä Erscheinetit 

Relation 4 aus/ und fx = — ~-fl$>. Und hieraus schlos- 

X X 

Sen wir dann das Statthaben der so wichtigen Beziehung IL 

Aus ähnlichem Grunde gelang es uns ferner, die von Stern 

aus / cos ;2; gefundene Relation 2ld. mit Hldfe der Gleichung D* 

zu beweisen. Da nun 

== sec Ä = 1 -|- — ^- xt ^ —frj- ^ + etc, . . . 



cos a; * 1.2 ' 41 

ist, so dürfte die Vermuthung. sehr naie liegen, ob nicht auch 
hier eine ähnliche Gleichung,! wie bei den BernouUi'scben Z^hl^n 

2 

darstellt , ßtatt finde. Und in der Thai , bezeichnen wir ; — r- 

mit 9^ '), so erhellt augenblicklich, dass gp^z; für Zahlenwerth 

gleichbedeutenci ist. ABcl«re)its^eits aber b^t maa 
2 1 



**+*"' 1 4. _£L 4. ^ 4. 

^ 1.2 ^ 1...4 T^- •'• 



;. 



daher 



') Nach Gudermann würde bokanntlibh -—-- mit ®ec, x zu 

bezeichnen sein; für den gegenwärtigen Zweck dürfte die obige Bezeich- 
nungsweise gefälliger aussehen. 
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Weil nun diese Gteichung fttr jedes x, welchM den Conver- 
genzbedingungien genlUgt, Gültigkeit besitzt, so müssen offenbar 
alle mit x behafteten Glieder verschwinden \ Wir gewinnen 
folglich die allgemeine Gleichung 

y»"(0) . »»--'(0) 1 , »*-<(o) 1 , ^ 1 ^n 

I .... I 2»-2»-l 1 _,o. 

Setzen wir aber in der bekannten Gleichung 43. 

^ als gerade voraus, so folgt allgemein aus 52. und 43. 
IV. ^»'(e) == Hl>^.jBa,, 

eine Gleichung, die man unmittelbar durch Einführung imagi- 
närer Argumente in 

wUr(}^ erzielt haben. 

§. 11. 

F V t 8 6 t Z U 9 g. 

Sie $0 Q]fM0 iii^fgefcithdleM BeziebuQg bildet fast überall das 
Analogon zu Gleichung U. §. 2. Zur Rechtfertigung dieser Be- 
hauptung wollen wir die von Scherk gegebenen Formeln 2 — 7 
seiner mathematischen Abhandlung/ mit Hülfe des obigen Aus-|^^^ 
drückes beweisen. Dabei werden wir Gleichungen erhalten, die 
in dem einen Falle zur Eenntniss der Seeanlencoefficienten füh- 
ren , in dem atidern nur fielationen zwischen den Bernoulli'schen 
Zahlen liefern. 

Gehen wir zunächst von der Gleichung 

e* = ^ — q>x 



aus, so kommt 

') Die Gleichung 



. 9^ 



2 

gilt selbstverständlich Tür Jeden Wertfa von x\ anders aber ist es, wenn 
statt d^r ge^chlössetterr Ausdrucke unei^dlic&e Reiben gesetzt wenden. 
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n. . 2a:* 22»-a 22»- 1 

[1 + 172 ^'^^> + + i^. ^'"(^^ + • -l- 

Und stellt man jetzt die Glieder mit x'^ zusammen , so 
entspringt 

+ • • + ^"-^^^-^ 2»'-3 y ' (0) + (2»"-t - 1) = , 

53.\d. h. 

I, 2n.2» — 1 ^ jj , 2«...2n— 3«, ,, 

+ . - (-1)- ?^:^|-^ 22«-3 ^2 + {-!)« (22»-i ^ 1) = 0. 

Die Coefficienten von ^r^+i dagegen liefern die Relation 

to^A^\\n 2n+L..2n— 1 ^, p , 2n +L..2n— 3 ^^ p 
(2«4-l)x/2« j-2~3 ^ 22J?2(«-i)i 1-2 — 5 — 2«xf2«-4 

— . . . + (—1)""* 2;»+l . 2» 22„-2 ^2 + (—1)« . (2»«— 1) = 0. 

Behandelt man auf gleiche Weise die Gleichung 
ifx := — {fix — fl^x) , 
so erhält man aus den mit x^ multiplicirten Gliedern die Formel 

— (2»H-1) 9»- (0) = -?^±L 22" (2»»— 1) /»» (0) 

55. ^ ^"+^3"-^ 2*.-» {22-2-l)/*->(0) 

+ ^"+j"-^"~^ 2»"-«(2a'-«-l)/a''-4(0) + 

1 • • • 9 

d. b. die 2^ der von Scherk entwickelten Gleichungen. Man 
kann derselben auch folgende Form geben: 
22(22-1) 'in 2>»..2n-224(24-l ) 

2 1 / WT 1,2.3 4 •' >"'T^ 

in welcher Form (die Werthe /, 9 durch die entsprechenden 
Grössen B ersetzt) diese Gleichung von Schlömilch Seite 17 
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des GruAert'^chen Archivs (Bd. 3.) mittelst bestimmter Integrale 
bewiesen wurde. 

Die Factoren von a:^«-i würden wieder zu der Relation 28. 
führen. 

Nimmt man andererseits die Gleichung 
— X e~* (px z=z f^x — /2a; 
und entwickelt jede der Functionen nach aufsteigenden Potenzen 
von x^ so gewinnt man aus den Coefficienten vpn x^ die Be- 
ziehung 

22^(22^1) y2.-2(0) y2n^4(0 ) J. ^2-6(0) J_ N 

2»! -^ ^^~ 2w— 21 ■*" 2w-4f 31 "^ 2»-6I ' 51 

d. t +••••+ 2»-ll ' 

2J«(2«»— l) « 2«-l „ 2«— 1..2«— 3 „ )56. 

•02«— I = i -02»— 2 T~7%~^ •02»-4 



2n ^^'•"' ~ 1 "-"-^ 1.2.3 

+ 1.2.3.4.5 -^2«-« " 
, , ^, , 2« — 1 1 



1 2w— 1 ' 

welches die von Scherk gefundene Relation 4. ist. Auch diese 
Gleichung hat Schlömilch mittelst bestimmter Integrale bewie- 
sen. Man sehe Grunert's Archiv Bd. 1. S. 363. 

Aus den Gliedern mit x^-^^ folgt wieder Gleichung 52, d. h. 
43. oder Gl. 1. Scherk. Dieselbe Relation würde aus den Facto- 
ren von a:2^+i der Gleichung 

xe-'(px = ff^x 

entspringen. Und die Coefficienten von x"^ dieser Beziehung 
würden auf Gleichung 56. zurückführen. Hier hätte man sich der 
Recursionsformel 7. §. 3 , dort der Gleichung 4. §. 2. zu erinnern. 

Die 3^ der von Scherk mitgetheillen Gleichungen findet 
sich aus der Gleichung 

/2 X . (px =^ &> ./4 X 
und der Relation 6. (4.) §. 2. Man erhält bei bekannter Bebaed- 
ier Behandlung der vorliegenden Gleichung aus den Factoren 
von :r:2»-hi die Beziehung 



(2«+l) 9^2» (0) = -?^±i- 22«+> 22«-i /2» (0) 



, 2«+1..2«— 1 ««,„„, ^« 
"^ 1 2 3 " "" 22—3/2»-! 



(0) 



+ ^""^1.!!^ ^^ '""^ ^'"~' ^^~' (0) + ... - (4«+i). 
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Vefeioigt tuan aber bi«rn>i( Gleichnng ^ §.2, so konrat 

— (2m+1) y2"(0) = ^"I*"^ 2'»+i (2«»-» — 1)/2" (0) . , 
57. 

+ ^""ta'ä'T^ ^'"""^ '^'""■' -1)/^"-* (0) + ^. . -1, 

welcbes die erwähnte Sofaerk's<ih^ Gleickiing ist. 

Diese ergiebt sich mithin aus den mit 2;2»+i behaftetes Qli^ 
d6rn det Gteichung 

flx.ifx— l^fx = —^f\x \—l—lf%x. 

Verbindet man ferner die Factoren von a:^» ^ so folgt Bach 
gehöriger Reduction eine neue Relation ^ welcher man nach Gtei- 
chung 28. die Form 58. geben kann. 

2(22«-l) B^ 2^ • J52«-2 2*^3 Ä2»-4 

•02/1— 1 =* -tt — ; Tir JtJl 



» ■ I « 



58. ^n\ ^"""^ 2»! 1»2 ^ 2«— 2! 4! 2»— 4! 

2w— 21 1.2* 

Man könnte jettt /4it^ ddi^h ö--«*/(— 4aJ) ^rsätz^ Httd di6 
dann folgende Gleichung 

auf bekannte Wei^e behandeln. Üie Pactör^i^ von st'^ Würden 
schliesslich ssu eiü^r noch nicht abgeführten Rölaüofi ätWi^ch^ft 
den Rernoulh'schen Zahlen führen. Da Jedoch dlesd R«Iati6il 
sich nicht durch grosse Einfachheit auszeichnet, so unterlassen 
wir ihre Angabe. Aus gleichem Grunde übergehen wir die Zu-> 
säöJttienslellung der mit (d^^-H multiplteirten Glieder. 

UM Scherk's 6." Gleichung zu erhaltet, bedenken wir Fol^ 
götaides. Es ist 

gleichzeitig aber gilt die Beziehung 



2 d(A ^-4*«-"*' 2a? ^»*+l* to '; 

daher 

oder 

t^+TT'^TX+"+ 1...2n-l + i...2« +*-'-J 
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Stellt man nun die Glieder mit a;^»-^^ zusammen und berück- 
sichtigt die Gleichung 17, also 

^'" ^^'^"^^ /«- (0) + r^^ 2«-i (2»-« -1) /»--« (0) 
SO kommt 

d. i. die verlangte Gleichung. 

Aus den Coefficienten von x^ würde man die Gleichung 

(22» 1^ 22»-2Z— 1 1 22'»-4 — 1 1 ^ 

YL y /'2« foi 4-^ i — !: /•2II-2 (Ol + - --=- /2n-4 (0 

d. h. >60. 

22«— 1 



2^1 



22»— 2 1 \ 32«— #,—1 1 

^^«-^ " 2n_2! 1.2.3 ^^""^ + 2w^4l "sT ^'""' 

1 1 

— 4. (_ n» _ ^ — t. — — . 

erzi,elen. 

Giebt man der vorhergehenden Gleichung die Form 
f^x — fix l ^c^ d'(P^ 

2 9'^ = T-^2^^-' 

d. \t. 

22/1-1(22«— 1) _ , nr «3 a?2« 

[i72 *^ W t TTT '^*(«) + •"• + ^S- *"(«) + • •] ' 

SO erkennt m^o augenblickUch , das^ die Coefficienten von x^" 
die Relation 44. U^/ern. 
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Vereinigt man hingegen die mit x^-^^ begabten Glieder, so 
entsteht 

1.2.2»! 2«+2l * ^ '^ 2«! '^ ^ ' 1.2 

. 2»'^"(0) »8(0) 
■♦"•'■'■ 2«! 1.2 
loder 

1.2 2«! 



2»+lI 2«— II 1.2 1.2 2«! 

oder 

Bin . 2^ Bin Bi . 2^B2 Bjn—l Bjn +t 

2«! "•" 2«— II 1.2 "*■ ""^ 1 2i»I ~"2n+ir 

Aehnliche Relationen gewinnt man aus der früher erwähn- 
ten Gleichung 

^ = -^(/2«-/M, 

wenn man diese mit fx multiplicirt und e*/x durch f( — x) er- 
setzt. Entwickelt man dann die einzelnen Glieder von 

fx.q>x ^ -^-^^ {f2x-fix) 

nach aufsteigenden Potenzen von x , so erhält man die Relationen : 

2»-'(2i»-l) ., <p»"(0) I y»"-MO) fm 

1...2» -^ ^' 2»! "•" 2»— 2! 1.2 

yi-4(o) /4(o) , /«"-»(O) y^(0) 

62.< T" 2«— 41 41 "'"•••T" 2»-2! TV 

oder 

2 2«-i(2«»-l) _ .g», .Bin-a Bi Bin-3 Bi 

1.2.3.. 2» *""' 2«! 2»— 21 1.2 '^'•'■*" 2»— 2! 1.2 
aus den Coefficienlen von x^' 
und 



I 



63. 



<P^{0) 1 _ 2»"+» (2>-+» -1) 
2»I ■ 1.2 ~ 2«+2! •' ^ ' 

I 2»"(2«»-l) /2(0) 

^ 2«! -^ ^ ' 1.2 

2«"-*(22»-*— 1) - f4(0l . 

-t--i- i_2 / l"J 2»! 



64. 
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aus dea tactoren von x^+>. Man kann diese Gleichung auch 

so schreiben : 

Bi" 1 2i>»+»(*"+*— Djo 1 2i"'(2«"— 1) p Bi 

2^=M^1 • 1....2»+1 ^*^'~T 1...2«-1 "^*-» T2" «3 

22(22—1) „ 5j„_i 

« 

An diese Relation schliesst sich Soherk's 6** Gleichung, 
nämlich : 

Bi. (2»"-»+l)(22-l)(2»'-l) j. „ 

22 (2»"-»+l) (24-1) (2»"-«-l) „ „ 
+ 21 2»_21 ^' ^*-» 

+ , 

welche man aus der Gleichung 

erzielen wird , wenn man nach 59. ,^ , , — -r— - durch die 

entsprechenden Reihen ersetzt und nun die Coefficienten von x'^" 
verbindet. 

Um endlich die 7^ der Scherk'scheu Gleichungen zu gewin- 
nen, führen wir auch hier in die von Scher k angegebene Quelle 
iaiaginäre Argumente ein. Dadurch wird 

Nun ist aber 

■ ^ ~ ""' • »* = [* + 1X3 +•• Ifl + Ä»' ^•)+- •+£ »'"(0)+' •]• 
Werden jetzl die Producte entwickelt, und wird darauf dif- 
ferentiirt , so folgt mit Beachtung der Relation 56 : 

— "^ 2«+2 ~^^ ^"^^ ^^' = ^ ^'"^^^^ ^»-^»-^ y»«-» (0) y2(o) +....; 65. 
welches die verlangte Gleichung ist (eigentlich für n = n — 1). 



Wenn wir schliesslich einen Blick auf unsere Methode im 
Vergleich zu der Scherk'schen werfen, so lässt sich gar nicht 
leugnen, dass diese, weil sie, dem Princip nach, auf der Mög- 
lichkeit beruht, die Secante durch Tangenten und Cosecanten 
und umgekehrt auszudrucken , oft schneller zum Ziele führt. 



J)a4prcb aber sch/ein( di^ Ael^nlM^hkeit dar B^w^is^t (li^ser Ee- 
lalionen mit den bei den Bernoulli'schen Zahlen üblipb^n Vetb^* 
den — im Allgemeinen — verloren zu gehen i). ßei unserem 
Gedankengange dagegen beruhen di« ßewßi^.e (im Wcisenlüofaen) 
auf zwei analogen Gleichungen , auf 

und auf 

<)o«»(0) = (— D«. Ä«. 

Und dann liefern die hier vorkommenden Gleichungen fast 
durchweg zwei Relationen, was bei der von Scherk gebrauch- 
ten Methode nicht der Fall sein durfte. 

Wir könnten nun noch die Vergleicbung der BemouUi'schen 
Zahlen mit den Differenzen - Coefficienten hinzufügen. Da aber 
diese Darstellung nur eine WiederbolijiQ^ 4qss^ ^ßifx würde, 
was schon der Urheber dieser Untersuchung, Eytelwein, in 
den ^^Abhandlungen der Berliner Academie. Jahrgang 1816 — 17. 
S. 28— 41.^' gesagt, ohnedies auch der Raum uns zu beschränkt 
wird: so übergehen wir diese Betrachtungen, wenden uns viel- 
mehr zu der 

- §. 12. - 

Darstellung der BernouUi'schen Zahlen und der Secanten- 
Coefficienten durch bestimmte Integrale. 

Wenn man die in §. 1. gegebene Definitionsgleichung I. der 
Bernoulli'schen Zahlen sich etwas genauer ansieht und gleich- 
zeitig sich der aus der Theorie der Gammafunctionen bekaonlen 
Formel 

erinnert , so leuchtet augenblicklich die Möglichkeit ein , die 
Bernoulli'schen Zahlen durch bestit^mte Integrale auszudrucken. 
Und in der That, setzen wir 

« = l, 2, 3, 9, 2n, . . . . und . a = 2n, 

so kommt 

d. b. 



') loh erinnere z. B. an ElUgeri matfaein. WOrterb. Suppl. v. A-^D 
Af\, Pernovlli'solt« Zahlep. 



/dCX) 

^ 1 / a;2«-i cTa? i) 



somit 




ein Ausdruck, den schon der grosse Abel in seinen ^^Oeuvres 
compl. T. II. pag. 235" anführt. 

Man kann den vorliegenden Werth noch vereinfachen , wenn 
man mit Abel x ^ nx nimmt. Dadurch erhält man die Glei- 
chung 






-s- 



2n ./ ^«a?— l 



Schreibt -man ferner x = 2x, so entspringt 

rtOO 



in 
Da wmter 



/•CO 
e^x — 1 ' ' 



enx^l 



so ergiebt sich 



2» " J [enx+l)(enx—l) 





/ a;a«-i dz 



ßnx -l- 1 

Ebenso folgt aus 66. und 67, 

2 

oder, falls wir xz=i \ x schreiben, 

00 



i.2n ^ e^Ttx — 1 > 



22»-i (2«« 



2n 



% ßwa: — 1 



^) Dass dies Integral Sinn besitzt , folgt natUrlicb «us der Gonvergenz 

der Reihe ^2». 

4 



oder wegen 



irx 



e«rar_i 



nx 



nx 



— e 



69. 



itx 
2 . 



'I 



/»oo 
ry ~ 

e — e 

Zu bemerken ist, dass die Ausdrücke 67 — 69. schon Hn 
Prof, Schlömilch in Grunert's Archiv Bd. 3. S. 12. mitgetheill 
hat. 

.Durch dieselbe Methode, vermdge welcher wir die n^ Ber* 

iiouUi'3che Zahl in geschlossener Form darstellten , werden wii 

auch den n^^ Secantencoefficienten in der Form eines bestimmt 

Integrals ausdrücken können. Denn da 

2n + l. T^an+i 1 , 1 

so folgt 

1 — 



32n+l 



+ 



52n+l 



72«+l 



+ -.. 






CD 



x^dx [e-* — Ö-3* -j. C--5* — . . . •] 



1 /*Q0 

r(2n+iy ''"' 



a:2»da; [c-* (1 + c-4» ^ ^-s* + . . . + c-*"* + ...) 



/»oo 

X / e* x^'^dx 



daher, wenn x = nx gesetzt wird, 



oder für a; = y « 



rjOO 

enxj^n^x 



• » • 



fO. 



?2« = 2i/ - 



QO 
ra;2»(fo 






enxJ^l ^ 

Auch dieses Integral hat Schlömilch gegeben in Gr. Ar- 
chiv. Bd. LS. 361. 



R 

Anmerkung, um endlich ^er Integrale, mit einigen Worten za 
gedenken, durch welche Eb*. Dr. F. Arndt die Bemoulli'schen Zahlen und 
den Seoantencoefficienten au#df i^cktf (Gr. Archiv« T^U 6. S« 438 — 39) , be- 
merken wir , dass diese Integrale aus den vorstehenden durch einfache 
ReebnuDgen sich erg.ebea. Setat man nflmlieh in den obigen lolegralen 









2» 



*Q0 



• . 



2*»- 






2)M 

2 





wo 



. 2n / ^ — 1 








2«'»-Hi 



^ / ^ ^^ da 

-/ «2- + 1 



II 
atatt «* r^apeqtive ^ » -jjj — und tang #, d. i. ver^ueeht man ß mH 

i \ 

l- ,. l—. und / tang 9\ so gehen die genannten Integrale über in 

ft sin 9 

I 






2.2» 4/ OMo» 





TV 



er 



%2n+2 






■P^« _Qm^I M /?*«. ^\«lj.-J^ 7A< 
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Von diesem letzteren Integrale weicht das von Arndt gegebene (for- 
mell) etwas ab, was jedoch nur in der verschiedenen Bedeutung der Se- 

cantencoefficienten seinen Grund hat, indem nach Arndt 1 ^t—^ als 

nt«r Secantencoefficie»t avKuaehan ist. 



§. 13. 
T. Standt*! ThMKroK i). 

Wir kteneo es nicht unterlassen, unsere Betrachtungen über 
Bemooni'sche Zahlen mit einem höchst eleganten Theoreme des 
Herrn Prof. v. Staudt abzuschliessen. Bekanntlich gehören 
sämmtliche bis jetzt berechneten Bemoulli'schen Zahlen in die 
Klasse der Brüche. Sieht man von Strenge ab , so kann man 
unmittelbar nach Gleichung I. §. 1. diese Thatsache auf die n^ 
Bemoulli'sche Zahl übertragen. Denn 2nl enthält — wie noan 
nach dem bekannten Verfahren leicht findet — die Zahl 2 in—h 
mal als Factor , wenn 2n =^ 2^ ^ wo y eine ganze Zahl , oder 
aber die Potenz 2^~i geht nicht in 2n! auf, wenn 2n = 2^i p, 
wo ri und p ebenfalls ganze Zahlen (letztere aber von 2 frei ist) 
ausdrücken. Setzt man nun ^$2» = 1 , was für n = od der FaA 
sein würde , und tt^ = 2 . 5 , so erkennt man gleich , dass auch 
die n^ Bemoulli'sche Zahl einen Bruch darstellen müsse. Zur 
völligen Gewissheit aber wird diese oberfiächliche Behauptung 
durch v.'Staudt's Lehrsaik erhoben, zugleich aber wird durch 
dieses Theorem das Bn zu einer ganzen Zahl erzänzende Glied 
hinzugefügt. Dm dasselbe zu beweisen , haben wir folgende 
Congruenzen zu berücksichtigen. 

1. Für beliebige positive ganze Zahlen/, g, a und n ist un- 
mittelbar einleuchtend, dass 

(/ + ffaY = /" + naff.f--i (mod. a2) 

sein muss. Nimmt man nun für / die Werthe 1, 2, 3 o 

und für ^ 0, 1, 2 b — 1, so folgt durch allmähliche Anwen- 
dung dieser Congruenz und nachberige Summation 

S^ {ab) = b S'^ {a) + na S^-^ [a) S{b^l) (mod. a2). 
Ist der Modul a, so wird offenbar 

S^ (ab) = i 5« (a) (mod. a). 

2. Von dieser letzten Congruenz ausgehend, können wir be- 
haupten, dass, sofern a, by c , . , l Primzahlen unter sich 
ausdrücken, 

S^(abe..,l) ^bc..lS''{a) — ac.l S'^ (b) —... abc, S" {Ij sO 

(mod. abcA) 
ist. Mithin muss nothwendig 

S-{abo...l) S^(a) S^ (b) S- (l) 

aho^.,1 a b "'* / 

eine ganze Zahl beieichnen. 



■) Grelle, Journal. Bd. 21. .Af 16. S. 372 ff. 



3. Stellen ferner a und n beliebige positive Zahlen dar/ so ist 

t?a«+i + (a_f?)2«+i = (2n+l) at)"^ (mod. «2). 
Und setzt man hier für v nach und nach die Werthe U^ 1, 

2; a, so folgt durch Addition sämmtlicher Resultate 

2 Ä^H-i (a) = (2n+i) a Ä^» (a) (mod. «2). 
Hieraus fliesst weiter 

2 Ä5»+i (a) = (mod. a) , 
eine Congruenz , die auch für ;» c= noch Gültigkeit i)esitzt. 

4. Durch Yertauschung von n mit » — 1 in dieser letzten Con- 
gruenz und von n mit 2n in 1, ergiebt sich weiter für be- 
liebige positive ganze a, b 

S^{ab) ~ b S^(a) + 2«a S^-^ {a)S[b^\) (mod. a«) 
und 

2 S2«-i (a) = (2^—1) a iS%-a(a), 
folglich 

S^(ab) = b *S3»(a) -f na[2n—l)a «^-»(o) -S'(i — 1), 
d. h. 

«2« (ö J) = 6 «2« (a) (mod. a2). 

5. Ist ferner r wie a, n eine positive ganze Zahl, so muss 

Si'*{a'') _ S^ (a) 
ar a 

eine ganze Zahl vorstellen. Denn ist r>l i), so bedeute (» 
ebenfalls eine ganze Zahl. Nun ist nach 4. 

Ä'2» (a^+1) = a Ä'2«(a^) (mod. a2e), 
d. h. 

sonach 

S-^ (a^-^M _ ^^"(a<^) _ 3^^., 

d. i. 

^a»(ae-fi) _ iga^' (gg) 

drückt eine ganze Zahl aus. Wird folglich ^ successive = 1, 
2, . . • • ^ — 1 genommen , so erkennt man die Richtigkeit der 
oben erwähnten Behauptung. 
6. Dieser letzte Satz in Verbindung mit 2. führt zu einer neuen 

Bemerkung. Bezeichnen nämlich wieder a , & , c , l 

Primzahlen zu einander , n, a, /?,;/,.... A aber beliebige 
positive ganze Zahlen, so ist nach 5. ♦ 



1) Der Fall r = 1 erledigt sich von selbst. 



a<*ißcr....fi aic..:.r - = ««>«r gawen Zahl. 

Aber nach 2. 

T j-^ == emer ganzen Zahl plus ■■ >■■ -^- . . . . , 

daher 
5^"(a «ft^cy.,./^) • AS'a''(a) aS2«(J) ^2«(c) iS2«{/) 

=r= einer ganzen Zahl. 

7. Lassen wir jetzt n wieder irgend eine positive gauaie Zahl, 
a aber eine PriKizabl sein , und drücken wir endlich durch 
z eine durch a nicht theilbare Zahl aus , dann ist bekanntliofa 

x"-^ ^ V(mod. a), 
mithin auch 

x^i^-i) — 1^0 (mod. a). 
Bezeichnet nun n ein Vielfaches von a — 1 , ist nämUcb 
n =z t> . a — 1 , so ergiebt sich 

Ä« ^ l (mod. o). 
Und hieraus folgt durch die allmählichen Substitutionen 
X = 1, 2, , . , . . a und nachfolgende Vereinigung 
. aS« (a) = a — 1 ^ — 1 {mod. «). 
Dem Begriffe der Congruenz 8;ufolge muea also im vprlie* 
genden Falle 



^ H emer ganzen Zahl gleich sem. 



a a 



Ist dagegen n nicht durch a — 1 theilbar , so erkennt man 
nach bekannten Congruenzsätzen leicht , dass die Congruenz 

^ 0^+^ ^ X (mod. a) 
oder — was zufolge der Naliir von x dasselbe — 

aj" ^ 1 (mod. a) 
nicht für jedes x Statt haben kann. Indem aber die Zahlen 

x^ 2x, dx ax in Bezug auf a nur die Beste 1, 2, 3 a 

hervorbringen können (selbstverständlich braucht dies nicht in 
dßr angegebenen Ordnung Stutt zu finden), folgt. auf bekannte 
Weise 

S^ (a) = (mod, a) 

oder 

Ä'» ia) 
—^ = emer ganzen Zahl. 



J 



